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Resume. On etudie le concept d'algebre a homotopie pres pour une structure definie par 
deux operations . et [ , ]. Un exemple important d'une telle structure est celui d'algebre de 
Gerstenhaber (commutative et de Lie). La notion d'algebre de Gerstenhaber a homotopie 
pres (Goo algebre) est connue. 

Ici nous proposons une definition d'algebre pre-Gerstenhaber (pre-commutative et pre- 
Lie) permettant la construction d'une preGoo algebre. 

Partant d'une structure pre-commutative (Zinbiel) et pre- Lie, on utilise les operades 
duales correspondantes. Nous donnons la construction explicite de P algebre a homotopie 
pres associee. Celle-ci est une bicogebre (Leibniz et permutative), munie d'une codifferen- 
tielle qui est une coderivation des deux coproduits. 



Abstract. 

This paper is concerned by the concept of algebra up to homotopy for a structure defined by two ope- 
rations . and [ , ] . An important example of such a structure is the Gerstenhaber algebra (commutatitve 
and Lie). The notion of Gerstenhaber algebra up to homotopy (Goo algebra) is known. 

Here, we give a definition of pre-Gerstenhaber algebra (pre-commutative and pre-Lie) allowing the 
construction of preGoo algebra. 

Given a structure of pre-commutative (Zinbiel) and pre-Lie algebra and working over the corres- 
ponding dual operads, we will give an explicit construction of the associated pre-Gerstenhaber algebra 
up to homotopy, this is a bicogebra (Leibniz and permutative) equipped with a codifferential which is 
a coderivation for the two coproducts. 



1. Introduction 

En 69 [Q], Quillen a montre qu'il existe une dualite entre les structures d'algebre de Lie 
et d'algebre commutative dite dualite de Quillen. 

En 94 HGKH . Ginzbug et Kapranov ont montre qu'il existe une dualite entre d'autres 
types d'algebres. lis ont explique cette dualite en introduisant les notions d'operade V et 
d'operade duale V 1 qui decrivent et determinent le type d'algebre sur l'operade V. On dit 
une P-algebre ou une algebre sur l'operade V. Par exemple, les operades classiques sont 
les operades Lie, Ass, Com. Une Com-algebre (resp. une Lie-algebre) est une algebre 
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commutative (resp. de Lie). Les relations de definition de la structure (multiplication, cro- 
chet) sont quadratiques dans les lois (ainsi la relation d'associativite, celle de Jacobi font 
intervenir deux operations). Les operades Lie, Ass, Com sont quadratiques. 

Ginzbug et Kapranov ont montre que toute operade quadratique admet une operade 
duale, ils retrouvent la dualite de Quillen sous la forme Com = Lie et Lie 1 = Com. 

lis ont demontre aussi que Ass' = Ass. 

La structure de "P-algebre libre sur un espace V est donnee par une codifferentielle Q 
(bilineaire si la loi consideree est binaire) d'une cogebre libre sur la "P ! -cogebre sur V 
construite a partir de V. La relation Q 2 = est l'equation de structure, elle est equivalente 
aux axiomes de definition de la strucutre d'algebre. 

Dans cette situation, la structure de ^ algebre (ou P-algebre a homotopie pres) sur un 
espace vectoriel V est la donnee d'une codifferentielle Q (non necessairement bilineaire) 
sur la V 1 — cogebre sur V (voir flGKII ). 

Une algebre pre-Lie est un espace vectoriel V muni d'une loi o telle que son antisyme- 
trisee est une loi d'algebre de Lie. Les axiomes de cette structure ont permis a Chapoton et 
Livernet ( HChLl ) de realiser la construction ci-dessus. II existe done une notion d'algebre 
pre-Lie a homotopie pres ([ChL]). 

De meme, il existe une notion d'algebre pre-commutative, appelee algebre de Zinbiel 
( ULivll ), ces algebres sont equippees d'un produit A, dont le symetrise est associatif et com- 
mutatif. Les axiomes permettent de realiser la construction ci-dessus et de definir des al- 
gebres de Zinbiel a homotopie pres ( ULivl ). 

Maintenant, une algebre de Gerstenhaber est un espace vectoriel V muni de deux lois : 
un produit commutatif A de degre et un crochet de Lie [ , ] de degre -1, avec des relations 
de compatibilites. On peut realiser la construction ci-dessus pour cette structure (voir [G |, 
et surtout [BGHHWj lAACH ). La construction complete necessite celle d'une bicogebre 
W (munie d'un coproduit A et d'un cocrochet k avec des relations de compatibiltes) et 
les deux lois de notre algebre permettent de construire une seule application Q qui est une 
coderivation a la fois de A et de k. Les axiomes d'algebre de Gerstenhaber sont equivalents 
a l'equation de structure Q 2 = 0. Ceci permet de definir les algebres de Gerstenhaber a 
homotopie pres ( HAACI0 . 

Precisons cette construction. Comme (V, A) est une algebre commutative, on construit 
la cogebre libre associee (H, 5) et la codifferentielle notee D que definit A. On remarque 
que le crochet de Lie [ , ] se prolonge en un unique crochet de Lie sur H et que les relations 
de compatibiltes entre A et [ , ] sont equivalentes a : D est une derivation du crochet. On 
dispose alors d'une algebre de Lie differentielle (H, [ , ),D). La construction ci-dessus 
permet de construire la cogebre libre associee (W, A) et une codifferentielle Q, unique 
prolongement de D + [ , ] a W. Enfin on prolonge de fa§on unique 5 en un cocrochet k sur 
W, on obtient la bicogebre codifferentielle (W, A,k,Q). 
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Dans [Agl, Aguiar propose une definition d'une algebre pre-Gerstenhaber : un espace V 
qui possede a la fois une structure d' algebre de Zinbiel pour A (de degre 0) et une structure 
d' algebre pre-Lie pour o (de degre -1) avec des relations de compatibilites. 

Reprenons la derniere construction pour une algebre pre-Gerstenhaber au sens d' Aguiar, 
on construit d'une facon unique la cogebre codifferentielle (H, 5, D) definie pour les al- 
gebres de Zinbiel par Livernet ( fILivl ). Aguiar a defini un prolongement naturel du produit 
pre-Lie oaH, note R. (H, R) est bien une algebre pre-Lie, malheureusement, D n'est pas 
une derivation de R, parce que les relations de compatibility entre A et o proposees sont 
trop faibles. 



On se propose dans ce papier de donner une definition plus restrictive d' algebre pre- 
Gerstenhaber que celle d' Aguiar. Plus precisement, on imposera des conditions de com- 
patibilites plus fortes. On definit alors un autre prolongement, note i? 2 de o a % tel que 
(H, R2, D) est une algebre pre-Lie differentielle. On pourra alors achever la construction 
de la bicogebre codifferentielle (W, A, k, Q) dans le cadre des algebres pre-Gerstenhaber. 
On a ainsi une construction explicite de 1' algebre pre-Gerstenhaber a homotopie pres asso- 
ciee. 



2. Algebres a homotopie pres ou algebres 



2.1. Generalites. 

Soit V = © ngZ V n un espace vectoriel Z gradue. Le degre d'un element homogene x 
dans V est note \x\. On notera T + (V) l'espace n>o 0™ ^> gradue par \xi ® • • • <8> x n \ = 

Definition 2.1. 

1 ) Une algebre graduee est un espace vectoriel gradue V muni d'une application bilineaire 
b : V ® V -»■ V de degre 0(\b\=0) c'est a dire : 

b(Vi ® V^) C V i+j . 

2) Une derivation d de 1' algebre (V, b) est une application verifiant : 

d o b = b o (gJ <S> id + id ® d) . 
Si d est de degre 1 et d 2 = 0, on dit que d est une differentielle de ( V, 6). 
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Definition 2.2. 

1) Une cogebre graduee est un espace vectoriel gradue C muni d'une application lineaire 
A : C — > C ®C dite coproduit de C verifiant : 

AC k C C i ® C i 

i+j=k 

2) Une coderivation Q de la cogebre (C, A) est une application verifiant : 

A o Q = (Q <g> id + id <g> Q) o A. 

Si Q est de degre 1 et Q 2 = 0, on dit que Q est une codifferentielle de (C, A). Dans ce cas, 
on dit que (C, A, Q) est une cogebre codifferentielle. 

Par definition, l'espace V[l] est le meme espace que V, mais avec un decalage du degre : 
le degre d'un element homogene x dans V[l] note deg(x) devient deg(x) = \x\ — 1. 
Rappelons qu'on peut faire correspondre a toute application n-lineaire | |-antisymetrique 
(resp. | |-symetrique) (p : V <8> • • • <E> V — > V une application n-lineaire de^-symetrique 
(resp. de(7-antisymetrique) <j)' : V[l] <g) • • • <g> V[l] — > V[l] en posant 

0'(a:i, . . . , x n ) = (-iJ^MW^j^ . . . ^ Xn) 

(voir HAACin . 

Les bonnes structures algebriques sont des lois associees a une operade quadratique V 
([GKJ). En effet, si V est un espace vectoriel gradue, on peut dans ce cas construire la 
cogebre colibre (W, A) sur l'operade duale V' engendree par le decale V[l] de V. 

Dans cette situation, dire qu'une loi b : V <g> V — > V de degre est une structure de 
type V, c'est dire que sa decalee b' : V[l] ® V[l] — > V[l] est bilineaire, de degre 1 et 
verifie les symetries associees a l'operade V\ done est prolongeable de fa§on unique en 
une coderivation Q de (W, A) et la loi b verifie les axiomes de la structure si et seulement 
si, Q verifie l'equation de structure [Q, Q] = 2Q 2 = 0. 

Toujours dans ce cas, on parlera de Voo algebre ou d'algebre a homotopie pres pour toute 
cogebre codifferentielle (W, A, Q) correspondante a (W, A), Q quadratique ou non. 

Definition 2.3. I1GKH 

Une structure de algebre sur un espace vectoriel V est definie par la donnee d'une 
codifferentielle Q sur la V* -cogebre (W, A) construite a partir de V. 

En particulier, si ( V, b, d) est une algebre differentielle, on peut prolonger d + b' en une 
unique coderivation Q de degre 1 de (W, A) telle que Q 2 = 0, c'est a dire (W, A, Q) est 
une Voo algebre. Decrivons quelques exemples. 
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2.2. Algebres de Lie et algebres commutatives a homotopie pres (L^ et C^ algebres). 

Les structures d'algebre de Lie et d'algebre commutative sont associees a des operades 
quadratiques : les operades Lie et Com. De plus, Ginzburg et Kapranov ont montre que 
Lie 1 = Com et Com = Lie. On peut done definir les notions de L^ et C^ algebres. 

2.2.1. Algebres de Lie et L^ algebres. 
Definition 2.4. 

Soit q un espace vectoriel gradue. Une structure d'algebre de Lie graduee sur q est la 
donnee d'un crochet bilineaire [ , ] tel que : 

- [ , ] est de degre : 

Vi, j, [Si,Bj] c di+j, 

- [ , ] est antisymetrique : 

Vx,ye d , [x ) y] = -(-l)NI»l[ J / )a ;] J 

- [ , ] verifie Videntite de Jacobi : 

Vx,y,ze S , (-lp\%x,y],z] + (-1)^%, z], x] + {-^[[z^U] = 0. 
Si de plus, il existe une differentielle d : q — > q (i.e. d 2 = 0), telle que \d\ = 1 et 

d([x,y]) = [dx,y] + (-l) 1 ^[x,dy}. 
On dit que (fj, [ , ] , d) est une algebre de Lie differentielle graduee. 

Rappelons qu'on a pose deg(x) = \x\ — 1. on notera aussi simplement x ce degre. On 
note aussi 

£ x ( lij ... Xi n ) = £rr(c) 

la signature de la permutation a = ( ^ ;;; £ ), en tenant compte des degres de Xj, autrement 
dit, e x est 1' unique morphisme de S n dans R tel que s x ((i,j)) = (— l) XiX i. 

Puisque l'operade duale de Lie est Com, une Lie ! -cogebre est une cogebre coassocia- 
tive et cocommutative. 

Proposition 2.5. 

Soit q un espace gradue, notons S + (q[1]) I'espace r+ ( W) '/ \ x ®y-(-i)xv y ®x), alors la 
Lie -cogebre colibre engendree par g[l] est 



(^ + (0[1]),a) 
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avec, si I = {i\ < ■ ■ ■ < ik}, xi designe x^ . . . Xi k et : 

A(xi...X n )= 22 e x{V I "' X x n j)x! ® Xj. 

IU.J={l,...n} 
#/,#J>0 

On verifie directement (voir par exemple [AMM]) que cette cogebre est coassociative : 

(A ® id) o A = (id ® A) o A, 
et cocommutative : si r est la volte t(x ®y) — (—l) xy y £g> x, alors 

r o A = A. 

Une structure de algebre sur g est un triplet ^S' + (g[l]), A, Q^j, forme de cette co- 
gebre cocommutative coassociative munie d'une coderivation Q de A de degre 1 et de 
carre nul. En particulier 

Proposition 2.6. llAACl 

Si (fj, [ , ],d) est une algebre de Lie differentielle graduee, on pose : 
Q 1 (x) = dx, Q 2 (x.y) = (-l) x [x,y], Q k = 0,Vk>3, 

et 

Q(x 1 ...x n )= £x( X x I x X J n )Q#i(x I ).xj. 

IU.J={l,...,n} 

Alors (S + (g[l\), A, Q) est une algebre dite la algebre enveloppante de q. 

2.2.2. Algebre commutative a homotopie pres (Coo algebre). 
Definition 2.7. 

On dit que (A, ., d) est une algebre commutative differentielle graduee si : 

- . est une loi de degre et commutative : 

Vx, y E A, x.y = (-l) |x ' ll:y| ?/.x, 

- . est associatif: 

Vac, y,z e A, (x.y).z = x.(y.z), 

- d est une differentielle de degre 1, de carre nul, et telle que : 

Vx, y e A, d(x.y) = dx.y + (— ly x ^x.dy. 

Comme l'operade duale de Com est Lie, on construit la Com ! -cogebre colibre ainsi : 

- On considere A[l] muni du degre deg(x) = \x\ — 1 = x 
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- Une permutation a G S p+q (p,q > 1) est dite un (p, g)-shuffle si elle verifie : 

cr(l) < • • • < a{p) et cr(p + 1) < • • • < a(p + q). 

On note Sh(p, q) l'ensemble des (p, g)-shuffles. 

- On definit ensuite le produit shuffle sur + A[l] par : 

sh M (x 1 <g) ... <g) x p ,x p+1 <g) ... <g) x p+q ) = 22 £ *( a ~ 1 ) a V- 1 (i) ® ••• ® ^ CT -i(p+g)- 

<TESh(p,q) 

- On definit alors l'espace quotient 



H = (g) + A[i] = © " A[ V E 



p+(?=n Im{sh p>q ) ■ 
n>l 

Proposition 2.8. 

La Com -cogebre colibre associee a A est l'espace H muni du cocrochet 5 defini par : 

n-1 

5(xi®...®x n ) = Xj + i®...®z n - e x {r)xj + i®...®_x n 

i=i 

Le coproduit 5 est coantisymetrique : 

t o 5 = —5 

et verifie l'identite de coJacobi (ici T23 = id <g> r et ri 2 = r £g> i<i) : 

(^® 3 + ria o r 23 + r 23 o n 2 ) o (5 <g> id) o 5 = 0. 
On dira que (%, S) est une cogebre de Lie de cocrochet 5. 

Une structure de algebre sur A est la cogebre de Lie Oh, 5, Q^j munie d'une coderi- 
vation Q de 5 de degre 1 et de carre nul. En particulier 

Proposition 2.9. llAACll 

Si (A, ., d) est une algebre commutative differentielle graduee, on pose : 
Qx(x) = dx, Q 2 {x®y) = {-l) x x.y, Q k = 0,Vfc > 3, 

et 

\ ^ , , ,v . . .->•_. _ _ _ ^ / 

)X n . 



Q(xi®...®x n ) = 2J (-l)^ i ^ Xi x 1 0...0x j 0Q r (xj +1 ^...®x j+r )®Xj +r+ i®...®a 

l<r<n 
0<j<n—r 

Alors (%, 5, Q) est une algebre dite la algebre enveloppante de A. 
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3. ALGEBRE DE GERSTENHABER A HOMOTOPIE PRES (G^ ALGEBRE) 



Une algebre de Gerstenhaber est un espace vectoriel gradue, muni de deux lois de degres 
differents et de symetries opposees. Voir flGllAl . 

Definition 3.1. 

On dit que (Q, A, [ , ], d) est une algebre de Gerstenhaber differentielle graduee si : 

- (Q,A,d) est une algebre commutative differentielle graduee, | A | = 0, 

- [ , ], d) est une algebre de Lie differentielle graduee, \[ , ) \ — — 1, 

- La relation de compatibilite suivante (relation de Leibniz) entre A et [ , ] estverifiee : 

[a,pAi\ = [a,/?]A7+(-l) m ^A[a l7 ]. 

Le prototype des algebres de Gerstenhaber est l'espace T po ^(]R d ) des multichamps de 
vecteurs muni du crochet de Schouten [ , ] et du produit exterieur A. 

Pour definir la notion d' algebre de Gerstenhaber a homotopie pres, on procede en trois 
etapes. 

On construit d'abord la cogebre de Lie (H,5) associee a (Q,A,d) comme ci-dessus. 
On prolonge a H l'application d + A en une coderivation de 5 de carre nul, que Ton note 
maintenant D. 

On prolonge ensuite le crochet [ , ] de Q\\] a % en posant (voir [|Fl lAACO. si X = 
ai®_... ®pt p , Y = a p+ i®...®pt p+q : 

[X,Y]= ^2 ^(a -1 )^-^!)® . . .®[a a -i( k ),a a -i( k+1 ))® . . . ®a a -i {p+q) . 

a£Sh(p,q) 
k,a- 1 (k)<p<a- 1 (k+l) 

On note deg(X) = deg(cti®_ . . . ®a p ) = a± + ■ ■ ■ + a p = x. Alors : 

Proposition 3.2. 

(%,[ , ],D) est une algebre de Lie differentielle graduee. 

On peut ensuite construire la algebre enveloppante (S + (H[1\), A, Q) de H. 
On considere l'espace muni du degre deg'(X) = deg(X) — 1 = x'. On pose 

£ 2 (X.Y) = (-l) x '[X, Y], et on prolonge D et £ 2 en m et I a S + (H[l]) par : 

n 

mix, ...x n ) = ^ ,, (,,.; : : .:j:.,,)/^.v ; )..v l . . r 3 . ..x n , 

et 

OXi ...x n ) = ^ ^ x XX..^^(x l .x J ).x l ...vj...x n . 

i<j 
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On obtient une coderivation Q = (m + t) de A verifiant deg'(Q) = 1 et Q 2 = 0. 
Enfin (voir [|B GHHWl I A ACI ) . le cocrochet 5 de la algebre ("H, 5, D) se prolonge en 
l'application k, definie sur S + (l-l[L\), par : 



x 



K (x 1 ...x n )= Yl (-i) E ^ x: E 

1<S<71 C/ S ®V 3 =X 3 

/UJ={l,...,n}\{ S } !7 S ,V^0 
x f^a:' ( x^Us'v^xj ) Xj.U s (^) V^.^J + £3./ ( x^Vs'u^xj )X I .V s (g)U s .Xj) , 

avec 

( x/i',?^ ) = M ) (-1) E & ' (-1) E ^ 1 . 

k est cosymetrique et verifie les relations de coJacobi et coLeibniz avec A : 

(id ® A) o k = (k <g> id) o A + r( 2 o (id ®k)oA 

ou 

(A tg> id) o k = (id <g) k) o A + t% 3 o (k <g id) o A. 
De plus, l'operateur Q = m + £ est une coderivation de k. 

Definition 3.3. llAACll 

Une structure de algebre sur Q est la donnee d'une codifferentielle Q de la bico- 
gebre [!])[!])> A, K ^ telle que Q est une coderivation de A et de k, de degre 

1 de carre nw/. 



En particulier, si (<?, A, [ , ],d) est une algebre de Gerstenhaber differentielle, alors 
S + (fi§ (£/[l])[l]), A, k, Q = m + £ ) est une algebre dite la algebre envelop- 



pante de Q. 



4. Algebre pre-Lie et pre-commutative a homotopie pres 



4.1. Algebre pre-Lie a homotopie pres {preL^ algebre). 

La notion d'algebre pre-Lie a ete etudiee par Livernet et Chapoton ( IILivllChLl ). Une loi 
pre-Lie est une loi binaire dont l'antisymetrise est un crochet de Lie. Plus precisement : 
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Definition 4.1. 

Une algebre pre-Lie (a droite) graduee (V, o) est un espace gradue V muni d'un produit 
o de degre verifiant : 

Vx, y, z e V, (x o y) o z — x o (y o z) = (— ((x 02)01/ - x o (z o yj). 

Si de plus, d : V — > V est une differentielle de degre 1 telle que 

d(x oy) = dxoy + (— l) 1 '' 1 ''^ o dy, 

on dira que (V,o,d) est une algebre pre-Lie differentielle graduee. 

Cette structure est associee a une operade quadratique, l'operade preLie. L'operade 
duale, determinee par HChLl . est l'operade permutative : preLie' = Perm. 

Rappelons qu'une algebre permutative (a droite) (V, .) est un espace gradue V muni d'un 
produit . de degre 0, verifiant : 

Vx,y,z G V, x.(y.z) = (-l)^x.(z.y). 

Definition 4.2. 

Une preLie -cogebre (ou cogebre permutative) est un espace vectoriel gradue C muni 
d'une comultiplication A : C — > C ®C de degre verifiant : 

(id (8) A) o A = T 23 o (id <gi A) o A. 

Proposition 4.3. IIChLl 

Soit V un espace vectoriel gradue. Alors la cogebre permutative colibre associee a V[l] 
est (v[l] <S> S(V[1]),A \ ou A est defini par A(x <g> 1) = et : 

A(x <g)Xl ■ ■ ■ X n ) = ^ £x(o-)x <g)(x a{1) . . . X a{k) ) (g) <g>(x a ( k+2 ) ■ ■ ■ x a{n) ). 

0<fc<n-l 
(T&Shk,l,n-k-l 

(Ici, Sh k i n _ k _i est V ensemble des permutations o de S n telles que <r(l) < • • • < a(k) et 
a(k + 2) < • • • < a(n)). 

Remarque 4.4. 

Identifions S n+1 (V[l}) avec un sous espace de V[l] <S> S n (V[l)) en posant 

X ...X n = ^ £ x(o-' 1 )x a ( 0) ® X CT (i) . . . X a (n) 
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On a alors : 

A(x <g> xt . . . x n ) = %)(xo®x I )QQxj 

IUJ={l,...,n} 

= x (g)x 1 ...x n + (-l) x °x ® A'(xi ...x n ) 

ou A'(xi . . . x n ) est le coproduit de la cogebre cocommutative colibre S + (V[1]). 
II est alors clair que A(x . . . x n ) = A'(xq . . . x n ). 

Definition 4.5. 

Une preLoo algebre est une cogebre permutative codifferentielle (v \1]®S{V[\\) , A, Qj 
telle que Q est une coderivation de A de degre 1 et Q 2 = 0. 

Proposition 4.6. HChLI 

Si (V,o,d) est une algebre pre-Lie differentielle graduee. On pose 

Q l (x) = dx, Q 2 (x 1 ® x 2 ) = (-l) Xl x l ox 2 , Q fc = 0,VA;>3 

et 

n 

Q{x ® x x . . . x n ) = Qi(x Q ) ®Xx...X n + (—l) x ° ^2(-l)^i<k Xi X <g) Xt . . . Qi(x k ) . . . x n + 

k=l 

+ ^ £ ^ <J )Q'2( X ® X ff (i)) <g> X a {2) ■ ■ ■ X a(n) + 
a&Shi_ tn —i 

+ (-1) X ° ^ £x{v)xO ® Q2{x<t(1) ® X cr (2)).X (T (3) . ..X a(n) . 
crGS , fei i i in _2 

A/ors f^[l] ® iS(V[l]), A, q\ est une preL^ algebre dite la preL^ algebre envelop- 
pante de (V,o,d). 

4.2. Algebre pre-commutative (de Zinbiel) a homotopie pres (Z^ algebre). 

Une loi d'algebre pre-commutative, ou d'algebre de Zinbiel, est une loi binaire dont le 
symetrise est une loi commutative et associative. Plus precisement : 

Definition 4.7. OlEvI 

On dit que (V,A,d) est une algebre de Zinbiel (ou pre-commutative) a droite, diffe- 
rentielle et graduee si V est un espace gradue muni d'un produit A de degre et d'une 
differentielle d de degre 1 verifiant : 
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- Vx, y, z e V, (x A y) A z = x A (y A z) + A (z A y), 

- Vx, y G V, d(x Ay) = dx Ay + (-l)^x A dy. 



Cette structure est associee a une operade quadratique, l'operade Zm&. L'operade duale, 
determinee par ULUILivl . est l'operade Leibniz : Zinb [ = Leib. 

Rappelons qu'une algebre de Leibniz (a droite) (V,[ , ]) est un espace gradue V muni 
d'un crochet [ , ] de degre verifiant : 

Wx,y,ze V, [[x,y],z] = [x, [y,z]} + (-l)^[[x, z],y}. 

Definition 4.8. lOvTl 

Une Zinb'-cogebre ou cogebre de Leibniz est un espace vectoriel gradue C muni d'une 
comultiplication 5 : C — > C ®C de degre verifiant : 

(id ® 5) o 5 = (5 <g) id — r 2 3 o (5 (g) id)) o 5. 

La cogebre de Leibniz colibre engendree par V[l] est donnee par : 

Proposition 4.9. ULivl 

Soit V un espace vectoriel gradue. Alors la cogebre de Leibniz colibre graduee engen- 
dree parV[l] est (T + {V[1]),S) ou S est defini par : 

6(x 1 <8> • • • (2) x n ) = 22 ( x i®-"® x k)(£)l J 'n-k(x k+1 ®---®x n ), 

l<k<n-l 

les p,j sont definis par recurrence ainsi : p,\ = id, et, si r n est le cycle (1, . . . , n) de S n , 

fln+l = /in <S> id - [fl n ® id) O T~l % . 

(Comme pour la volte, I 'action des /i, sur les produits tensoriels est signee). 

On peut montrer par recurrence : 

Lemme 4.10. 

Pour tout p, q positif, 

fi p+q o shp jq = 0. 

Definition 4.11. 

Une structure de algebre est la donnee d'une cogebre de Leibniz codifferentielle 
T + (V [1]), 5, Q ) telle que Q est une coderivation de 5 de degre 1 et de carre nul. 
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Proposition 4.12. HLivll 

Soit (V, A, d) une algebre de Zinbiel differentielle graduee. On pose 

Qt(x) = dx, Q 2 (x <g> y) = (-l) x x Ay. Q k = 0, VA; > 3, 

et 

n 

Q(xi ®---®x n ) = ^(-l) Ei < fcX! a;i ® ... <g> x k - X <g> Qi(x k ) <S> x k+1 (g • • - <g) x„+ 
fc=i 

+ C^t^i <8> x 2 ) <8> £3 ® ■ • ■ <g> x n + 

n-1 

+ ^(-l) El < fc ^ (g) • • • ® Q 2 o ^(a* ® Xfc+i) ® • • • <S> x n . 

k=2 

Alors ( T + (V[1]), 8, Q J est une algebre appelee la algebre enveloppante de (V, A, d). 



5. Algebre pre-Gerstenhaber 

Une algebre pre-Gerstenhaber est une bialgebre graduee Q, pour une loi A pre-commutative, 
de degre sur Q, et une loi o pre-Lie sur (done de degre -1 sur Q), avec des relations 
de compatibilites. 

Lorsqu'on symetrise A et antisymetrise o, on obtient une structure d'algebre de Gersten- 
haber sur Q. 

Plus precisement, nous proposons ici la definition suivante : 
Definition 5.1. 

On dit que (G, A, o) est une algebre pre-Gerstenhaber a droite graduee si : 

- {G, A) est une algebre de Zinbiel a droite graduee, | A | = 0. 

- (£?[l],o) est une algebre pre-Lie a droite graduee, \ o \ = — 1. 

- On impose les relations de compatibilite suivantes entre A et o : 

a A (P o 7 ) = (-l^M-ViM-Va A (7 o P), 

a o (ft A 7) = (a o (5) A 7, 

(a o P) A 7 = (-l)^l~ 1 )H(a A 7) Op. 

Si on pose [a, P] = a o P - (-l^H-WI- 1 )^ o a et a.p = a A P + (—1)1^11^1/5 A a, 
ces relations impliquent que ((/,.,[, ]) est une algebre de Gerstenhaber, e'est a dire que la 
relation de Leibniz est vraie : 

[a,p. 1 } = [a,P}. 1 +(-l)^ a ^p.[a, 7 ]. 
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Mais on obtient aussi les deux relations suivantes : 

a A \p,j] =0, 
[a,PAy] = [a,P] A 7. 

Dans ||AgJ, Aguiar a propose une definition d'algebre pre-Gerstenhaber avec d'autres 
conditions de compatibilites. Pour une algebre a droite, sa definition est equivalente aux 
conditions de compatibilites suivantes : 

[a, p] A 7 = ao (p A 7) - (-1) (|q| - 1)I/3| /3 A (a o 7), 

(a.p) 07= (-1)I«I(H- 1 ) Q a (p o 7) + (-l)(M+M-i)l0l/3 A (a o 7). 

II a aussi construit une telle structure sur T + (g), si g est une algebre pre-Lie. 

Les deux relations ci-dessus sont une consequence de nos relations de compatibilites, 
notre notion d'algebre pre-Gerstenahber est plus stricte que celle d' Aguiar. 

La premiere etape de la construction d'une •preG QO algebre consiste, comme ci-dessus 
a construire la algebre enveloppante (H, 6, D) de 1' algebre pre-commutative (Q, A). 
Cette construction ne depend pas des conditions de compatibilites. 

La deuxieme etape, que nous allons presenter dans la section suivante, consiste a pro- 
longer la loi o en une loi R 2 sur %, de telle facon que ("H, R 2 , D) soit une algebre pre-Lie 
differentielle. Mais les conditions de compatibilites proposees par Aguiar sont insuffisantes 
pour que D soit une derivation de R 2 , alors que les conditions proposees dans la definition 
ci-dessus garantissent cette propriete. 

Avant de presenter cette construction, donnons un exemple d'algebre pre-Gerstenhaber. 

Exemple 5.2. Soit Q Vespace des formes differentielles sur une variete M. Si a est une 
k-forme, on definit le degre de a par : \a\ = k + 1. 
Soient a et P deux formes differentielles, on definit : 

a X P = -j-^j-Q; A dp et a o P = a A p. 

Alors, on verifie que \ X \ — et \ o \ — — 1. 
Pour a, P et 7 dans Q, on verifie aussi que : 

(a X p) X 7 = a X(P A 7) + (-l) m ^a X (7 X P), 

et 

{a o P) o 7 - a o (p o 7) = (-l)^- 1 )^- 1 ) ( ( a 7) o p - a o (7 o p) 
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Les relations de compatibilites entre X et o sont aussi verifiees : 

aX(/3o 1 ) = (-i)(m-m-r\-i) a ^ (pfo/3), 

a o (j3 X 7) = (a o j3) X 7, 

(a o 0) a 7 = X 7) o /?. 

Ainji, (C?, A, o) fcien une algebre pre-Gerstenhaber. 



6. L' ALGEBRE PRE-LlE DIFFERENTIELLE (H,R 2 ,D) 

Soit (£? , A, o) une algebre pre-Gerstenhaber graduee. Puisque A est une loi pre-commutative, 
on lui associe une cogebre de Leibniz codifferentielle (H : S,D). Dans cette section, on 
montre que H est aussi munie d'une structure d'algebre pre-Lie differentielle. 

Pour cela, on prolonge o a H en R 2 de telle facon que (H,R 2 ,D) soit une algebre pre- 
Lie differentielle. Soient X = ax ® ... <g) a p , et Y = a p+1 ® ... <g) a p+q deux elements de 
H, on pose : 

R 2 (X,Y) = 

= («i o ap+i) <g> ^ (-l) (a2+ - +Q ^+ 1 e a ((7- 1 )Q; C7 -i (2) <g> • • • P Ti • • • ® a a - Hp+q) 

a(zShp—i iq —i 

+ (-l) K+1+ """ +apK+1 £a(<J _1 )ai <g> a 2 <g> • • • <g) a fe _! <g> [a fc , a p+1 ] <g> a CT -i (fc+1) <g> . . . 

2<fc<p 
a£Sh p -k,q-i 

■ ■ ■ ® • • -p+i • • • <8> a ff -i(p+ s ), 
avec : [a fc , a p+ i] = a fc o a p+1 - (-l) afca p +1 a p+ i o a k . 

On rappelle que deg(X) = deg{a.\ <E> • • • <S> a p ) = cti + h a p = x. 

Theoreme 6.1. 

Le triplet (H, R 2 , D) est une algebre pre-Lie differentielle graduee. 
Demonstration. 

Montrons d'abord que (T-L : R 2 ) est une algebre pre-Lie graduee. Soient 

X — cci <g) • • • <g) a p , 
Y = a p+ i (g) ■ ■ ■ <8> a p+q , 
Z = a p+q+ i <S> • • • <S> a p+q+r 
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trois elements de %. Verifions la relation (*) suivante : 

R 2 (R 2 (X,Y),Z)-R 2 (X,R 2 (Y,Z))-(-l)y z (R 2 (R 2 (X,Z),Y)-R 2 (X,R 2 (Z,Y))' S ) = 0. 

Dans cette relation, il apparait 4 types de termes : 

1. Dans (*), il apparait des termes avec deux o : 

(aiOa p+ i)oa p+q+1 , ai<>(a p+1 oa p+(?+1 ), («i«« p+ 9+i) oa P+i> ai<>(o: p+q+1 oa p+1 ). 

Ces termes apparaissent sous la forme ±terme ® a a -i( 2 ) <8> ■ ■ ■ a a -i( p+q+r ) ou a est 
un shuffle de {1, . . . ,p + q + r} \ + l,p + q + 1} : a e Sh p -\^-\^ r -\. Plus 
precisement, on pose : 

£ ^ = £ ^ a ^_^{x-a 1 )a p+ i^_^{x+y-ai-a v+ i)a v+q+l ^ 

et 

A a = Q!( 7 -l(2) <8> ■ ■ ■ p+1 ■ ■ ■ p+q+1 • • • <8> Ct a -l^ p+q+r ). 

La contribution des termes correspondants est C <g> (e a A a ) avec : 
C = (oti o a p+ i) o a p+q+1 - o (a p+1 o a p+q+1 )- 

- o a p+q +i) o a.p+1 - a.\ o (a P+q +i o «p+i)) , 

ou e' est le signe : 

£ ' — ^_iyy-ap+i)(z-a p + q +i) ^_^a p+q+ i(y-a p+1 )+a p+1 (z-a p+q+1 ) _ ^_^a p+1 a p+q+1 ^ 

Ces termes se simplifient grace a la relation pre-Lie de o. 

2. Dans (*), il apparait des termes avec un double crochet ou un o dans un crochet : 

[[a k , a p+ i], a p+q+ i], K,%iOa p +,+i], [[a k , a p+q+ i], a p+ i], [a k , a p+q+1 o a p+1 ]. 
Ces termes apparaissent pour 1 < k < p sous la forme 

± («i <g) • • • <S> ® terme ® awo+i) <8> • • -p+i • ■ -p+^+i • • • ® a -i( p+9+r ) 

= ± A k <S> terme ® -Bo-. 

ou a est dans S7i p _ fei9 _i ir _i agissant sur {A; + 1, . . . ,p + q + r} \ {p + l,p + q + 1}. 
On obtient done les termes e a (a)A k ® C ® B a avec, le meme s' que ci-dessus : 

C = [[a k , a p+1 ] , a p+q+1 ] - [a k , a p+1 o a p+q +i] - e'[[a k , a p+q+1 ],a p+1 \+ 

+ e'[a k ,a p+q+1 oa p+1 ] 

= [[a k ,a p+1 ],a p+q+1 ] - [a k , [a p+1 , a p+q+1 \] - (-l) ap+l0lp+q+1 [[a k ,a p+q+1 ],a p+1 ] 

= 0. 

3. Dans (*), il apparait des termes de la forme 

•••(g) [a k , a p+ i] <S> • • • <g> [a e , a p+q+1 ] • • • , • • • <S> [a e , a p+q+1 ] ® • • • <g> [a k , a p+1 \ <g> • • • . 
Plus precisement : 
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- Dans 


R 2 (R 2 {X,Y),Z), 


pour tout k E {2, . 


. ,p}, les termes qui apparaissent 


sont : 








(1.1): 


■••(g) [a k ,a p+1 ] <g> • 


••<3)[ae, a p+q+ i] (g • 


• ■ , avec k < £ < p, 


(1.2) : 


• • • <S> [ai k , a v +i\ <S> • 


• • (g la*. a B+0+ il (g • 


■ • , avec p+l < £ < p + q, 


(1.3) : 


■••(g) CDp+o+l] $ 


D • • • (g [«fc, CKp+i] (g • 


■ ■ , avec 1 < £ < k. 


- Dans 


i? 2 (x, i? 2 (y,z)), 


pour tout k E {2, . 


. ,p}, les termes qui apparaissent 


sont : 








(2.1) : 


■■■(g) [a fc ,a p+ i] (g ■ 


• • (g (g • 


■ ■ , avec p+l < £ < p + q. 


- Dans 


# 2 (# 2 (X, Z),Y), 


pour tout k e {2, . 


. ,p}, les termes qui apparaissent 


sont : 








(3.1) : 


•••(g) [a fc ,a p+9+ i] $ 


§ • • • <g [c^, CKp+i] (g • 


■ ■ , avec k < £ < p, 


(3.2) : 


■••(g[a fe ,Q! p+(?+ i]g 


) • • • <g> [a^>, ctp+i] (g • • 


■ , avec p + g + 1 <£<p + g + r, 


(3.3) : 


■ • • <g> Ctp+l] (g ■ 


• • (g [a fc ,a p+(?+ i] (g • 


■ ■ , avec 1 < £ < k. 


- Dans 


i? 2 (x,i? 2 (z,r)), 


pour tout k £ {2, . 


. ,p}, les termes qui apparaissent 


sont : 








(4.1) : 


■■•®K,%,+i]^ 


) • • • (g [a £ , a p+ i] (g • • 


■ , avec p + q + 1 < £ <p + q + r. 



II est clair que (1.2) - (2.1) = et (3.2) - (4.1) = 0. En utilisant la commutativite 
des shuffles, on verifie que (1.1) = (3.3) et (1.3) = (3.1). 



4. Enfin, dans (*), il apparait des termes de la forme 

aii o Oi p+1 <g> • • • <g> [a k , a p+q+ i] (g • • • , an o a p+q+1 (g • • • <g> [a k , a p+1 ] <g> 

Plus precisement, 

- Dans R 2 {R 2 {X, Y),Z}, les termes qui apparaissent sont : 

(1.1) ' : cti o a p+ i (g • ■ • <g> [a k , a p+q+1 ] (g • ■ ■ , avec 1 < k < p, 

(1.2) ' : ai o «p+i (g • • • (g [oi k , Q P + q +i] (g ■ • ■ , avec p+l < k < p + q, 

(1.3) ' : «i o a p+q+1 (g • • • (g [a k , a p+1 ] <g • • • , avec 1 < k < p. 

- Dans R 2 (X, R 2 (Y, Z)), les termes qui apparaissent sont : 

(2.1)' : ai o a p+ i (g • • • <g> [a k , a p+q+ i] (g • • • , avec p+l < k < p + q. 

- Dans R 2 (R 2 (X, Z),Y), les termes qui apparaissent sont : 

(3.1) ' : ai o ap+g+i <g • • • <g [oik, ® • • • , avec 1 < k < p, 

(3.2) ' : ai o oi p+q+ i (g • • • (g [ai k , a p+1 ] (g • • • , avec p + q + l<k<p + q + r, 

(3.3) ' : ai o <8> • • • <8> [a k , a p+q+1 ] (g • • • , avec 1 < k < p. 

- Dans i? 2 (X, i? 2 (Z, F)), les termes qui apparaissent sont : 



18 W. ALOULOU, D. ARNAL ET R. CHATBOURI 

(4.1)' : OL-i o a p+q+ i <g> ■ ■ ■ <g> [a k , a P +i] <8> • • • , avec p + q+l<k<p + q + r. 

II est clair que (1.2)' - (2.1)' = et (3.2)' - (4.1)' = 0. En utilisant la commutati- 
vite des battements, on verifie que (1.1)' = (3.3)' et (1.3)' = (3.1)'. 

Montrons maintenant que la differentielle D est une derivation de R 2 . Pour X = a.\ <g> 

• • • ® a p et Y — a p+1 ® • • • <g) a p+q , on verifie que 

Do R 2 (X,Y) = R 2 (D(X),Y) + (-1) X R 2 (X, D(Y)) 

Rappelons que 

D(a 1 ® ...<g>a p ) = D 2 (ai, a 2 ) <g> a 3 <g> • • • <g> a n 

n-l 

+ J^(-l) El < fc °'tti <g> • • • <g> <g> £> 2 o yu 2 (afc, «fc+i) ® «fc+2 ® • • • ® «„. 

k=2 

On pose m 2 = D 2 o /_i 2 et on note symboliquement D = D 2 + m 2 . 

De meme, i? 2 s'ecrit : 

R 2 (X,Y) = 

= (aioap+i) <g> (-l) (a2+ "' +apK+1 ^(^ _1 )«a-i(2) ® • • -pTi- • • ® a CT -i( P+g) 

+ {-l) (ak+1+ '" +ap)ap+1 Sa{^ 1 )ai <8) a 2 ® • • • ® ® K, Op+i] <g> a CT -i (fe+1) ® 

2<fc<p 

• • • <g) • • -^5. • • • ® a<j-i(p+ g )- 
Ce qu'on note symboliquement i? 2 = o + [ , ]. 

La relation a montrer s'ecrit done : 

(1) = D o R 2 = R 2 o (D <g> id) + R 2 o (id <g> D) = (2) + (3). 
Avec nos notations symboliques, on trouve : 

(1) = D 2 o o + D 2 o [ , ] + m 2 o [ , ] + o <g> m 2 + D 2 <g> [ , ] + (m 2 <g) [ , ] + [ , ] <g> m 2 ) 
= (1.1) + (1.2) + (1.3) + (1.4) + (1.5) + (1.6). 

De meme : 

(2) = o o (D 2 <g> id) + [ , ] o (m 2 <g> id) + o <g> m 2 + L> 2 <g> [ , ] + (ra 2 <g> [ , ] + [ , ] <g> ra 2 ) 
= (2.1) + (2.2) + (2.3) + (2.4) + (2.5), 

(3) = o o (id <g> D 2 ) + [ , ] o (id <g> D 2 ) + o <g> m 2 + [ , ] <g> m 2 
= (3.1) + (3.2) + (3.3) + (3.4). 
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La preuve consiste a verifier les 6 egalites suivantes : 

(1.1) = (2.1) + (3.1), 

(1.2) = 0, 

(1.3) = (2.2) + (3.2), 

(1.4) = (2.3) + (3.3), 

(1.5) = (2.4), 

(1.6) = (2.5) + (3.4). 

Les trois premieres font intervenir les conditions de compatibilites et nous les detaillons 
ci-dessous. 

1. (1.1) = (2.1) + (3.1). 

Les termes de (1.1) sont : 

(1.1) = Yl ^(^)(-l) ap+l(a2+ ^ +ap) ^2(ai o a ff -i(2)) ® • • >Ti • • • ® a < r-i( P+ ,)- 

a£Shp-i t q-i 

Comme a est un shuffle, on a o" _1 (2) = 2 ou <r _1 (2) = p + 2. 
De meme, 

(2.1) = {D 2 {a 1 ,a 2 )oa p+1 )® ^ (-l)( as+ - +a ^+ 1 £ a (a)a (T -i ( 3)8)- • • P Ti • • •®a*-i( P+9 ), 
et 

(3.1) = ( ttl o L> 2 (a p+1 , a p+2 )) ® £ (_l)(*+-+«p)(^i+^») ea ( (T ) 

odShp— 2,g-l 
"a- 1 (3) ® • "p+lp+2 ' ' ' ® « ff -i(p+9)' 

Avec les relations de compatibilite : 

ao(/3 A 7) = {a op) A 7 et (a o 0) A 7 = (-l) (l/?hl)l7l (a A 7) o f3, 
ceci prouve la relation (1.1) = (2.1) + (3.1). 

2. (1.2) = 0. 

Les termes de (1.2) sont : 

(1.2) = D 2 ( ai , [a 2 , a p+1 ])<g) ^ e a (0(-l) Q ^ l( ^ + ''' +Qp W-i(3)®- • • • ■®a a -i (p+q) . 

a(iShp-2,q-i 

Avec la relation de compatibilite : 

a A (/? o 7) = (-^(^-^(W-i)^ A (7 o /?), 
ceci prouve la relation (1.2) = 0. 
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3. (1.3) = (2.2) + (3.2). 

Les termes de (1.3) sont : 

(1.3) = (-ir +l(Qfc+1+ - +ap) ai ® • • • ® « fc _ 2 <g> m 2 K_ l5 K, Op+i])® 

3<fc<p 

+ (_l)«P+i(a*+-+ap) ai . . . afc _ 2 ^ ^ £ a ((j)m2(K-l, Op+i] , a ff -i (fc ))( 

c€5/i p _fc_i j9 _i 

® a ff -i(fc+i) ® • • >Ti • • • ® a ff -i(p+g). 

Comme a est un shuffle, on a o~ l {k) = k ou cr _1 (A;) = p + 2. 
De meme, 

(2.2)= ^ (-l) a ^ a ^ + - +a ^ ai ®---®a k _ 2 ® [m 2 (a k _ 1: a k ),a p+1 ]® 

3<k<p 

<8> X £ Q (cr)Q; CT -i( fe+ i) <g) . . .p^i • • • (g) Qio-i^+g). 

Et 

(3.2) = ^ (_l)(«P + i+«P + 2)(a fc+1+ ...+a p ) ai ^ . . . ^ afc _ 2 [afe _ i5 D2 ( ap+1) ftp+2 )]0 
3<Ai<p 

® X ^a(o-)a CT -i(fc+i) • • • • • a CT -i( p+g ). 

(JESh p -k,q-l 

Avec la relation de compatibilite : 

[a,0 A 7] = [a,/3] A 7, 
ceci prouve la relation (1.3) = (2.2) + (3.2). 

II reste 3 relations ne dependant pas des relations de compatibilites. On expose ici de 
facon moins detaillee leur preuve : 

4. (1.4) = (2.3) + (3.3). 

Les termes de (1.4) sont : 

(1.4) =( ai o« p+1 )® Yl (-l) Ql+ap+1+Q -- 1 (2) + - +a -- 1 (^i)(-l)^+ 1 ( Q2+ - +Q ^ 

ke{2,...,p+q-l}\{p+l} 

(TSiSTlp— 1,9 — 1 

e a (a) a a -i{2) ® ■ ■ ■ <g) m 2 (Q! (7 -i(fc), a CT -i (fc+ i)) ® • • • • • <g) c^-i^+q). 

Dans (1.4), les termes qui correspondent a (a~ 1 (k) G {2, . . . ,p} et a -1 ^ + 1) G 
{p + 2, ...,p + g})et(a- 1 (fc+ 1) G {2,...,p} et(T -1 (fc) G {p + 2, . . . , p + g}) se 
simplifient entre eux. II ne reste que les termes qui correspondent a 
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a~ 1 (k),a~ 1 (k + 1) G {2, . . . , p} : ces termes correspondent a ceux de (2.3), 
a~ 1 (k),a~ 1 (k + 1) G {p + 2, . . . , p + q} : ces termes sont ceux de (3.3). 

5. (1.5) = (2.4). 

Les termes de (1.5) sont : 

(1.5) = D 2 (a ± , a 2 ) <g> (-l) ap+lK+1+ - +Qp) «3 <8> • • • ® a fc _i ® [e* fc , a p+1 ]® 

3<fc<p 

Ceci est exactement le terme (2.4). 

6. (1.6) = (2.5) + (3.4). 

Les termes de (1.6) sont : 

(1.6) = J2 (-l) a ^ l(afc+1+ - +Qp) ai ® • • • ® a fc _i ® K, a p+1 ] ® ^ e Q (a) 

2<k<p a£Sh p _ kq _ 1 

k+l<j<p+q-l 

® • • • ®m 2 (a ff -i (j) ,a„-i( i+1) ) ® • • • • • ® a a -i {p+q) . 

Dans (1.6), les termes qui correspondent a {<J~ l (j) G {2, . . . ,p} et o" _1 (j + 1) G 
{p + 2, . . . ,p + q}) et (a-^j + 1) G {2, . . . ,p} et ^(j) G {p + 2, . . . ,p + g}) se 
simplifient entre eux. II ne reste que les termes qui correspondent a 

a _1 (j)) ° l {j + 1) £ {2, • • • ,p} : ces termes correspondent a ceux de (2.5), 
<jl {3)-, tjl {j + 1) £ {p + 2, . . . ,p + g} : ces termes sont ceux de (3.4). 

□ 

Maintenant, puisque ("H, i? 2 , -D) est une algebre pre-Lie differentielle graduee, on construit 
commedans la section precedente, sa preL^ algebre enveloppante (H[1]®S(H[1]), A, Q). 
Explicitement, dans H[l], le degre est deg'(X) = deg(X) — 1 = x', on pose 

R' 2 (X,Y) = (-ir'R 2 (X,Y) et £ 2 (X,Y) = R' 2 (X,Y) + (—l) x ' y 'R 2 (Y,X). 

On prolonge ensuite a H[l] ® S(H[1]), D et R 2 en m et R par : 

m(X ®X!...X n ) = D(X ) ® X 1 . . . X n + 

n 

+ i i!' : ^v(., ; ).v„ ® m.y^.Y; ...~....y„ 

= £>(*„) ® Xx . . . X n + (-1) X °X ® m'{X 1 ...X n ), 
ou m' est la coderivation donnee comme ci-dessus dans le cas des algebres de Gerstenhaber. 
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De meme, 

n 

R(x ®x 1 ...x n ) = Y,e x ,( Xi l\;;Zxn ) ^2(^0, x t ) ® x 1 ...?.. . x n + 

1=1 

+ ( — l)^ ^ £ x / ^ x . x . x\..% n ..~j...x„ ^jX <g) £2(^X1, Xj)X 1 . . . ij . . . X n 

i<j 

n 

= ]>>( Xi 7::Zx n ) K(x , x t ) ® x l ...?... x„ + (-ir°x ® £'(X! . . . x n ), 

ou £' est la coderivation donnee comme ci-dessus dans le cas des algebres de Gerstenhaber. 

Si on pose Q = (m + R), alors Q est une coderivation de A verifiant deg'(Q) = 1 et 
Q 2 = 0. Ainsi : 

Corollaire 6.2. 

Le triplet ® S^T^l]), A, Q = m + R) est une cogebre permutative codifferen- 

tielle, c'est a dire une preLoo algebre. 

II reste a construire sur cette preL^ algebre le coproduit k qui fera de ® S(T-L[1]) 
une cogebre de Leibniz. C'est le but de la section suivante. 



7. Le coproduit k 
D'abord, on a vu que ("H, 5) est une cogebre de Leibniz. On rappelle que : 

8(X) = 8(X! ® • • • <g) X n ) = ^ (Xi <g> • • • <g) Xfe) §Q Hn-k{Xk+\ ® • • • <S> x n ). 

l<fc<n-l 

On note simplement le coproduit 5 : 

5(X) = U®nV. 

u®v=x 

On se place maintenant dans H[l], le coproduit 5 symetrise sera note k. 

Definition 7.1. 

Sur on definit le cocrochet suivant : 

k(X ) = J2 (g) A^o + (-l)^°^o (g) C/o) 

U Q ®V =X 
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Ce cocrochet k se prolonge en un coproduit, toujours note n, defini sur T-L[l] ® S'('H[1]) 
par : 

n(X ^X 1 ...X n ) = Yl x (£x'(Z^vo% n j)Uo®Xj(g)ijV .Xj 

U ®Vo=X 
IUJ={l,...,n} 

+ ^(,T^")^ ® Xj(g)Uo.X^ + (-1)*°X ® 

est le cocrochet sur S + ('H[1}), defini comme dans la section sur les algebres de 
Gerstenhaber par : 

K\ Xl ...x n )= e (-i) E -^ E (-^x 

l<s<n U S ®V S =X S 
IUJ={l,...,n}\{s} U s ,Vs^ 

x (e x , ( Xl x lt\j ) X Z .U 9 (g) nV,.Xj + e x , ( XI X ^ XJ ) Xj.^V s (g) U s .Xj) . 

Maintenant k est un coproduit de degre 1 qui, en un certain sens, prolonge le coproduit 
de Leibniz 5, de degre 0, defini sur H. En fait, on peut dire que (H[l] <S> S(H[1]), k) est une 
cogebre de Leibniz, en tenant compte de ce decalage de degre. C'est a dire : 

Proposition 7.2. 

Le coproduit k verifie : 

— {id®K)oK= {k® id + r 2 3 o (k <g> id)) o k. 

Demonstration. 
D'une part, on a 

- (id (g) k) o k(X ® X^.X^ = 

= -(^d <g) k) ( E (-lf> x (e x , ( ~„ ^ ) U <g> X 7 (g) 

[/"o®Vb=X 
i"UJ={l,...,n} 

+ ( ) ® Xj (g) C/o.Xj) + (-1)*°X ® K'(X! . . . X n )) 

= - E x ( "o^" ) C/o ® X, (g) k/(/^o-Xj)+ 

C/o<X>Vb=X 
i"UJ={l,...,n} 

+ ( ) »V ® X, (g) «/(£/■„■*/)) - (-1) X °X (g) (id ® «/) o k'(X 1 ...X n ) 

= (1.1) + (1.2), 

ou (1,2) est le dernier terme, en X <8> k' o (id ® «;'). 
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D' autre part, on a 

(k (g) id) o k(Xq (g) Xi . . . X n ) = 

= (k ® id) ( ^ (-1)"'° x (e,, ( ~o'^ ) Co ® (g) ^o-*j 

£/ ®Vb=X 
/UJ={l,...,n} 

+ ( ,Tx°;Wx" ® Xj L/q.Xj) + (-1)^X0 ® K'(X! . . . X n )) 

= Yl (- 1 ) M( ' ) x ( £ *' ( "o^Vo'^ ) «(t/ ® Xj) ^vb.jrj+ 

!7o®Vb=Xo 
JUJ={l,...,ra} 

+ ( " °^;W%" ) K(tM> ® *j) + (-l)*°«(JJfo) ® • • • *n) + 

+ (-1) X '°X <g> («/ ® id) o ^(Xi . . . X n ) 
= (2.1) + (2.2), 

ou (2, 2) est le dernier terme, en X Cg> («' Cg> id) o k'. 
Et on a aussi : 

r 23 o (k <g> id) o k(X (g> X 1 . . . X n ) = 

= T 23 ( (-1)"° x ( ~'ot" ) «(^o 8) ^/) fJ.V .Xj+ 

u ®v =x 

IUJ={l,...,n} 

+ e x , ( ) ® Xj) f/o-X/) + (-l^Xo) ® . . . X n )) + 

+ (-1)^X0 (8) r 23 o («' (g id) o K '{X 1 ...X n ) 
= (3.1) + (3.2), 

ou (3.2) est le terme en X <8) r 23 o («;' <g> id) o k' . 

L'identite de coJacobi est verifiee par k' : elle se montre comme pour les Goo-algebras 
dlAACl l. done (1.2) = (2.2) + (3.2). 

Dans tous les termes restants, l'element X a ete coupe au moins une fois. Ces termes 
correspondent done au cas ou on coupe deux fois X par k et au cas ou on coupe une fois 
X et une fois un des X t (t > 0) par k. 

Commencons d'abord par le cas ou on coupe deux fois X par k. Notons X i-+ Uq <8> 
Vq (8> Wq cette double cesure. 

- Dans (1.1), on trouve les termes : 

£1^00^00 Wo + £ 2 £/ o W (g}Vo + s 3 W (g}U (g)V + e 4 W (g)V (g)U . 
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- Dans (2.1), on trouve les termes : 

^Uo<^V <^W + u 2 V (^)U (^)W + u 3 V (^)Wo(^)U + u 4 W (^)V (^)U . 

- Dans (3.1), on trouve les termes : 

Pl^ (g)Wo(g)Vb + P2H(g)Wo(g)^o + P3H(g)^o(g)Wo + P4Wo(g)C/o(g)^0. 

On verifie que e\ = v\, e 2 = pi, £3 = P4, £4 = va, v 2 = — P3 et u 3 = —p 2 . Expliquons 
par exemple l'egalite S\ — v\. 

Pour ei, on a effectue les operations (Y = V <g> W ) : 

X ^ (-l)"^ (g) Y ^ -(-!)< (-l)^'o Uo (g)V (g)W . 

Done e x = (-l) v '° +1 . 

Pour v\, on a effectue les operations (Y — U <g) Vb, 2/o = M o + + 1) : 

x ^ (-i)^ +1 r ® Wo ^ (-i)<(-\)< + < +l u Q (g) y (g) wb- 

Done i/x = (-lfo +1 = £l . 

Etudions maintenant le cas ou on coupe une fois X et une fois un des X t (t > 0) par k. 

Posons X i->- U <S> V , et X t \-> U t <g) Cherchons les termes correspondants. L'in- 
fluence des X s (s 7^ i) sur le signe provient uniquement de 1' application de la regie de 
Koszul. On peut done les negliger dans la suite du calcul. 

- Dans (1.1), necessairement k agit sur X et (id <g> k) sur X t . On a done les operations 
X ® X! . . . X n ^ ±[/ X t (g) ± C/ (g) V X t ± V X t (g) C/ ± V (g) C« . 

On applique ensuite — (id ® k) sur £7 V^X t , les termes correspondants sont : 
£1^0 (g) V U t (g) V;+e 2 f/ (g) TO (g) [/ t +e 3 f/ (g) U t (g) Wo+^o (g) K (g) LW- 
De meme, on applique —(id <8> «) sur Vo ^o^t> les termes correspondants sont : 

£5^0 (g) U U t (g) ^+e 6 1/ (g) (g) C/t+£7^o (g) ^ (g) Wo+^o (g) V t (g) Wo- 

- On trouve de meme 8 termes dans (2.1) et 8 autres termes dans (3.1), done 16 termes 
dans (2.1) + (3.1), 8 d'entre eux sont ceux de (1.1), les 8 restants se simplifient deux 
a deux. 

Par exemple le premier terme de (1.1) est e-JJq ® V U t ® V t . II apparait avec le 
signe : 

Ei = -(-l) u 'o(-l) u 'o +v 'o(-l) u 't = (_l) tt t+"o+ 1 . 
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Ce terme n'apparait pas dans (3.1) et il apparait une seule fois dans (2.1), lorsque 
k coupe X t et (« g> id) coupe X . II apparait avec le signe : 

(_l) u t(_l) u o+"o+ :L (_i) u D = (_i)<+ 1 'o+ 1 = £l . 

Enfin un exemple de simplification : dans (2.1) on trouve un seul terme de la forme 
(U <g> U t ) 014® V . II apparait ainsi : 

X ® X t H- ±(/7 g) X t ) 07 o k e 2 (/7 <g> C/ t ) (g) V t (g) Vb. 

Ce terme apparait une seule fois dans (3.1), precisement dans r 23 (ft(Xo)(g>/'C / (Xi . . . X n )), 
ainsi : 

X ®X t ^±(X ®U t )^V t ^±(U ®U t )^)V <^V t ^e 3 (U ®U t )^V t ^V . 
On obtient alors puisque x' = u' Q + v' + 1 et x' t = u' t + v' t + 1, 

e 2 = (— l) u '°(—l) v 'o x '*(— l) u 't +u 'o = (— l^'t+^o 3 ^ 

^3 = (_l) :r o+"*(_l) M o+ 1 'o^(_l) 1 'o^ = _ £2 . 

□ 

En fait, les coproduits de Leibniz, k et permutatif, A ont des proprietes de compatibili- 
tes, ce qui fait de ("H[l] <8> S(Ji\\\) 1 A, «;) une bicogebre au sens de Loday (" HL210 . 

Proposition 7.3. 

Les coproduits A et k verifient les relations de compatibilite suivantes : 

(1) : (id £g> k) o A = r 23 o (id £§> k) o A, 

(2) : (id <g) A) o k = (k g) id) o A + r 23 o (« <g id) o A, 

(3) : (A <g> id) o k = (id ® «) o A + r 23 o (« <g id) o A. 

Demonstration. 

(1) On rappelle que : 

A(X ®X 1 ...X n ) = X Q$X 1 ...X n + (-lfoX g) A'(X 1 . ..X n ). 

ou A'(Xi . . . X n ) est le coproduit defini sur la cogebre cocommutative S + (H[1]). On a 
done : 

(id ® k) o A(X ®X l ...X n )= (x (g) k' + (-1)<>X g) (id g) «') o A') (Xi . . . X n ). 

D' autre part, 

r 23 o (id ® k) o A(X ® Xi . . . X n ) = 

= (X (g) r 23 o k' + (-1)*°X g) (id ® r 23 o «') o A') (X x . . . X n ). 
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Comme k' est cosymetrique, r 2 3 o k' = k' . Ainsi, 

T23 o (id <S> k) o A = (id ®k)oA. 

(2) D'une part, on a : 

(id <g> A) o k(X <g> Xi . . . X n ) = 

= (id <g) A) ( ^ (-1) M « (e x , ( Z% x &£? )U ®X T (g) fiV .X J+ 

Uo®V =X 
IUJ={l,...,n} 

+ e x/ ( u v V xj X uo-x?)vVo ® Xj (g) £/ X 7 ) + (-1)^X0 ® . . . X n )) 

/UJUK'={1,...,ti};K'^0 

+ ( ^ x « ) ^0 ® X 7 (g) X K (g) ^0 .Xj) + 

+ 

+ e x , ( ^° ™ ) fiV <g> X 7 (g) X K (g) C/ .x/) } + 

+ (-l)^Xo ® (zd ® A') o ^(Xx . . . X n ) 
= (1.1) + (1.2) + (1.3) + (1.4) + (1.5). 

D' autre part, on a : 

(k ® id) o A(X ® Xi . . . X n ) = 

= (k (8) zd) (X (g) Xi . . . X n + (-1)*°X <g) A'(X X . . . X n )) 
= ^ (-l) u °((^o(g)/^o(g)X 1 ...X n + £ ^ 

+ J2 e *' ( «o £? M ) ^0 ® X, (g) ^ Xj (g) X K + 

IUJUK={l,...,n} 

+ e X ' ( " %% l K K ) VV ® Xj (g) /Jo.X, (g) X K ) + 
+ X ® («/ ® id) o A'(Xi . . . X n ) 
= E ("^ E ^'(«o^o"\)^o®X / (g)/ J yo.X J (g)X^+ 

C/o®Vb=Xo /UJUA"={l,...,n} 

+ £*' ( ■uo «o xi x K ) /i^ ® Xj (g) C/q.X, (g) X^+ 
+ X ® («' ® id) o A'(Xi . . . X n ), 
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Ce qu'on note 

(k <8> id) o A(X <g> X x . . . X n ) = (2.1) + (2.2) + (2.3). 

De meme, 

r 23 o ( K <gi id) o A(X ®X 1 ...X n ) = 

!7o®Vb=Xo JUJUiC={l,...,n} 

+ £»' ( v^xju^x^xk J £3' ( xk^oIe/ ) M^O <8> Xj (g) X# (g) ^0-^/ + 

+ X ® r 23 o («/ <g> id) o A'(Xi . . . X n ) 
= (3.1) + (3.2) + (3.3). 

On verifie que (1.5) = (2.3) + (3.3), grace a l'identite de coLeibniz entre A' et k', 
etablie comme dans rfAACl De meme, (1.1) = (2.1), (1.3) = (3.1), (1.2) = (2.2) et 
(1.4) = (3.2). 

(3) D'une part, on a 

(A g> id) o k(X g> Xi . . . X„) = 

= (A ® id) ( £ ("^ ( e *' ( ) Uo ® X IUK (g) /zVo-Xj+ 

U ®V =X 
IU.JUK={l,...,n} 

+ e x > ( vTxZTuoX ) V v o ® Xjuk E/b~Xi) + (-l) 2 °Xo ® k'(X! . . . X n )) 
E ( A^KS, ) ^0 ® X, (g) X* (g) / uV .X/+ 

C/o«iVo=Xo 
/UJUE"={l,...,n};A'^0 

+ e x , ( C^km ) /xVb ® Xj (g) X K (g) C/ JO} + (-1)*'°X (g) ^(X! . . . X n )+ 

+ (-lf°X <g> (A' <8) ?d) o K '(Xi ...X n ) 
= (1.1) + (1.2) + (1.3) + (1.4). 

D' autre part, on a 

(id <g) k) o A(X <g) Xi . . . X n ) = 

= (-lf°X (g) k'{X x . . . X n ) + (-1)^X0 ® (id ® «/) o A'(Xi . . . X n ) 
= (2.1) + (2.2). 
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Et 

r 23 o (k <g> id) o A(X ®X l ...X n ) = 

Uo®V =X 
IUJUK={l,...,n};K^0 

+ e x > ( v^kuo^ ) M ® Xj (g) (g) + 

+ (-l)^Xo ® (r 23 o («' ® id) o A') (X ± ... X n ) 
= (3.1) + (3.2) + (3.3). 
L'identite de coLeibniz donne (1.4) = (2.2) + (3.3). On verifie que 
(1.1) = (3.1), (1.2) = (3.2), (1.3) = (2.1). 

□ 

On a ainsi muni l'espace <8> S^T^l]) d'une structure de bicogebre permutative et de 
Leibniz. On note cette bicogebre (H[l] <S> S(H[l\), A, k). 



8. Algebre pre-Gerstenhaber a homotopie PRES 

On va montrer que les coderivations m et R de A, obtenues a partir des lois de Q, sont 
aussi des coderivations du coproduit k. Par consequent m + R est une codifferentielle a la 
fois pour A et pour k. On posera done : 

Definition 8.1. 

Une algebre pre-Gerstenhaber a homotopie pres est, pour le meme operateur Q, une 
cogebre permutative codifferentielle (C,A,Q) et une cogebre de Leibniz codifferentielle 
(C, k, Q) telle que les deux coproduits A et k satisf assent les relations de compatibilites 
suivantes : 

(id Cg> k) o A = r 23 o {id ® k) o A, 

(id ® A) o k — (k <g) id) o A + r 23 o (k <g) id) o A, 

(A <S> id) on— (id <S> k) o A + r 23 o (k ® id) o A. 

Proposition 8.2. 

Soit Q une algebre pre-Gerstenhaber. Sur la bicogebre ("H[l] <S> S'('H[1]), A, «), V opera- 
teur de degre 1 et de carre nul Q = m + R est une coderivation du coproduit k. 



Demonstration. 

1. Montrons d'abord que m est une coderivation de k : (m® id + id ® m) o k = —k o m. 
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On rappelle que : 

k(X ®X 1 ...X n )= J2 x ( £ -' ( ) U <8> Xj (g) fiV .Xj+ 

u ®v =x 

IUJ={l,...,n} 

+ s x , ( ~W*" ) A»H ® Xj (g) + (-l)^Xo <g> . . . X n ) 

et 

m(X ® . . . X n ) = D(X ) ®X 1 ...X n + (-lf<>X <g> m'^ . . . X„), 

ou on a note m' la codifferentielle m de A' et k' dans S' + ('H[1]). 

En developpant, on trouve alors 10 termes dans (to <g> id + id <g) to) o « et dans — k o to. 

- D'une part (m ® id + id ® m) o k(X <g> Xi . . . X n ) s'ecrit 

(-1)^^' ( «o°^V "" ) (£(E/o) ® ^/ A^.Xj + (-l)"^o ® m'(X 7 ) (g) ^ .Xj) 

f/o®V =X 
7UJ={l,...,n} 

+ ( :r«o^ ) (-D(Vo) ® (g) f/o.X, + (-l^^o ® m'(Xj) (g) /7 .X 7 ) 

+ (-l)"«+^+«o £a; , ( ~Vo"" ) E/0 ® (g) L>(/iV ).X/+ 

+ {-l) u 'o +x 'i + < + v'oe x , ( ~V "" ) U ® Xj (g) ^ WpO)+ 
+ (-l) u 'o+ x 'j+ v '°e x , ( ~W % ) fiVo ®Xj® D(Uo).X!+ 
+ C-^^+^-K^ ( ~ uo -« ) ^ ® Xj (g) [/ .m / (X / ) + 
+ (-l) a; oD(X )®«: / (Xi...X n ) + 
+ (-1) X '°X (g)(m' <g> id + id <g> m') o . . . X n ) 

= (1.1) + ••• + (1.10). 

- De meme, puisque /j£)(Vb) = D{jiV G ), et si X = U <8> Vb, 

D(X ) = D(t/ ) ® V + (-l)"»f/ ® D(V ) = U^®V + {-1)<U ® 

et comme m\Xi.Xj) = m'(X I ).X J + (-l^X/.m'^j) = X^.Xj ± Xx.X'j, alors on 
developpe — k o m(X ® Xi... X n ) en : 
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- £ 



u' Q V Xi...Xn 
Ug XJ V XJ 



U' Q ®X I §§iiVv.Xj+ 



U ®Va=X 
IUJ={l,...,n} 



+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 



-l)«o-K. e _ 



u a;i ij 



^®x / (£W '.x J + 



+ 



£.Tl' I Ug U[) Xj 



)tf ®m'(Xj)®^o.*J+ 



-i)^ ex , ( ) M y ® x 7 <g) cw^h 

-i)«'o+4+^ £;c , ( ;;;:;;;:;;'; ( ) ^ ® m'^) (g) c/ .X/) - 

-iro+ 1 D(X )®/€ , (X 1 ...X„)- 

-iro+-'oX (g)K / om / (X 1 ...X n ) 

= (2.1) + ••• + (2.10). 

On a immediatement (1.10) = (2.10) car on sait que m! est une coderivation de k' 
(comme dans II A AC 10 . On a aussi immediatement (1.9) = (2.9). Les autres termes se 
simplifient deux a deux suivant le tableau : 

(1.1) = (2.1), (1.2) = (2.5), (1.3) = (2.4), (1.4) = (2.8), 
(1.5) = (2.3), (1.6) = (2.7), (1.7) = (2.2), (1.8) = (2.6). 

Verifions par exemple l'egalite des signes dans (1.2) et (2.5). Shematiquement : 

X ®Xj.Xj ^ (U ®X I )® t iV .Xj i y (U ®m'(X I ))<g) f j,V .Xj 



Ex' 



XQ...X n 
XQXJXJ 



■l)<e x , 



VOXI 
XlVQ 



Done £(i.2), le produit de ces trois signes, est (— l) x i v °e x i ( xlxfx n j )• 
Et 



Xq^XlXj ^ X ®7ri(Xi).Xj ^ (Uo®m'(X I ))® / j,V .Xj 



_ c ( x ...x n 

&X 1 \ XqXjXj 



Done 



^(2.5) = -(-ir° +1 (-l)^ +1 H £ ,, = £(1.2). 

2. Montrons maintenant que R est une coderivation de k : (R®id + id® R)o k = —koR. 
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On rappelle que : 

n 

r(x ® x, . . . x n ) = ( Xi 7;:t, n ) ^(*>, x t ) ® x 1 . . .?. . . x n + 

1=1 

ou £' est la coderivation de la cogebre (S + (H[l\), «;') construite ci-dessus. 

On identifie les termes apparaissant dans (R<g> id + id® R) o k(X ® Xi . . . X n ) ainsi : 
si {1, . . . , n} — I U J U {s}, et X s est un des arguments de R : 

(1.1) : ^.^(^o,!^!/®^;, 

(1.2) : e ( i. 2 )i^(/xH,* a )®Xj(g)tfo.*j, 

(1.3) : £(1.3)^2(^0, C/ s ) ® nV a .Xj, 

(1.4) : £ (1 . 4)j R 2 (Xo, /ilQ ® (g) 

(1.5) : ^.^^(g^V^.X,), 

(1.6) : £(1.6)^0® ^(g)^^.^.^/), 

(1.7) : £ (1 . 7 )C/o<8)^(^.^/)(g)^o.^j, 

(1.8) : e mf j,V ®e' s (X a .Xj)(g)U .X I , 

(1.9) : £(1 . 9)J R 2 (X , X s ) <g) k'(Xi X n ), 
(1.10) : £(1.10)^0 ® (^ ®id + id® £') o /c'(Xi 

De meme, dans — k o i?(X ® Xi . . . X n ), les termes qui apparaissent sont les suivants : 
ou on a pose R' 2 (X , X s ) = U 0s <8> V^ s . 

(2.1) : £ (2 .i)C/o s <E)^7(g)^o s .^j, 

(2.2) : e {2 . 2)fJ ,V 0s ®X J (g)Uo s .X I , 

(2.3) : e (2 .3)?/o®^/(g)^o.^(^.^j), 

(2.4) : £(2.4)^0 ® Xj (g) /7 .f s (X s .X 7 ), 

(2.5) : £(2.5)^0® ^(^-^7) ®^o-^J, 

(2.6) : £ (2 .6)/iVo ®£' s (X s .Xj)(g)U .X I , 

(2.7) : £ (2 . 7)j R 2 (Xo,X s ) (8>«'(X 1 ...;...X n ), 

(2.8) : £ {2 . 8) X ®k' o£ , (X 1 ...X n ). 
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Comme dans la preuve precedente, les 4 derniers termes de ces deux listes se simplifient 
deux a deux : 

(1.10) = (2.8), (1.9) = (2.7), (1.8) = (2.6), (1.7) = (2.5). 
On decompose ensuite (1.5) et (1.6) en : 

(1.5) = e (1 . 5) (U <g> X I (g)£' a (iiV .X a ).Xj + (-ir°C/ <8> X T (g) nV Q .t! 8 {X a .Xjj) 
= (1.5) 1 + (1.5) 2 , 

(1.6) = e (1 . 6) (nV ® Xj®e a (U .X a ).X I + (-l)<fiV ® Xj(g) t^pr,.*/)) 
= (1.6) 1 + (1.6) 2 . 

On verifie que (1.5)2 = (2.3) et (1.6)2 = (2.4). Dans tous les termes restants, Xj et Xj 
sont de simples facteurs, on est en fait ramene a prouver la relation sur X <g> X s . 

Dans la suite de la preuve, on pose s — 1. 

Posons X = oti ® ■ ■ ■ ® a p = cx[i jP ] et X 1 = ® • • • <g) a p+(J = a[p + i )P+g ]. Alors, on a 

tf 2 (X ® Xx) = (-l) a! &+ *+i«P.p](a 1 o « p+1 ) ® s/i(a [2 , p]) a b+ 2, P+ ,]) 
p 

+ 53(-l) x ' 0+a ' H - ia [ fc+1 ''']a [ i ifc _i] ® K, ap+i] ® s/i(a [fc+ i iP] , a [p+ 2, P + g ]). 

En appliquant —re, on obtient : 

- k o R' 2 (X ® XJ = 
= £i(ai o /i(s/i(«[ 2iP ], a [p+ 2,p + ,])) 
+ £ / 1 //(s/i(o;[2,p], ai[p + 2,p+ ? ])) (g)(ai o a p+ i) 

+ ^ £ 2(«lO%l) <S)Q! CT -l([2,fc])(g)/i(Q! CT -l([fc+l,P+9]\{p+l})) 

2<fc<p+g 

<T(zShp-l : q-l 

+ 4^( a a-i([fc+i,p+g]\{ P +i})) (g)(ai o ap+i) ® a<r-i([2,fc]) 

2<k<p+q 

o-e5/i p _i iq _i 

+ £3a[ij-i] ®A*(«|>-,fc-i] ® [«fc,Op+i] ® ^(a[fc+i,p]. a [p+2, P + 9 ])) 

jr'<fc<p 

+ X] £ 3^( a [i,fc-i] ® [a*, ap+i] ® s/i(a [fc+ i,p], a[p+2,p+ g ])) (g) 
j<k<p 
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+ 53 £ 4 a ii,k-i] ($Qn([<Xk, ap+i] ® sh(a [k+1;P] , a [p+ 2,p +? ])^ 

2<fc<p 
2<fc<p 

+ 53 £ 5a[i,fe-i] <S> [a k , a p+1 ] <g> a a -i {[k+1J]) fj,(a a -i^ +hp+q] )) 
j>k 

°'G5'' l i-fe,p + q-j-l 

+ 53 4^( a a- 1 (b'+i,p+?])) ® ® [oik, ap+i] ® a CT -i([ fc +ij]) 

a£Shj-k,p+q-j-i 

= (1) + (1)' + (2) + (2)' + (3) + (3)' + (4) + (4)' + (5) + (5)'. 
Puisque fj, o sh — 0, alors, (1) = (1)' = 0. 

Pour la meme raison, dans (2), et (2)', les ensembles er _1 ([a, b}) sont inclus dans [2,p] 
ou \p + 2,p + q], de meme dans (5), et (5)', cr _1 ([j + l,p + q\) est inclus dans [k + ou 
[p + 2,p + g]. 

Done 

(2) = (2) + (2)i = 53 ±(a 1 oa p+1 )®a.(U ®X 1 \{a p+1 })(g)ti(Vo) 

U ®V =X \{ ai } 
aeSh 

+ 53 ±(a 1 <>a p+1 )®<T.(X \{a 1 }®U 1 )(g)fi(V 1 ). 

t/ 1( g,Vi=Xi\{a p+ i} 

Et de meme pour (2)'. 
Dans (5), il reste : 

(5) = (5) + (5)i = 53 ±a[i,fc-i]® K,a P+ i]®a.([/ fe ® *i \ {a P +i}) ® /iW>) 

fc,[/,J«>Vo=^oV*[i,fc] 

+ 53 ±a [i,fc-i] ® K,a P +i] ® cr-(^o \ a[i >fc ] <g> Z7i) 

fc,(7i(giVi=Xi\{a p+ i} 

De meme pour (5)'. 
Enfin on remarque que : 

(4) + (3)= 53 ±U ®R' 2 (fiV ®X 1 ) 



U <S>V =X 
Uo=a[i,k~i] 



+ 



53 ±U ^/j,([a k ,a p+1 \ <g> s/i(y \ {«fc},^i \ {ap+i})). 



l/o®Vb=x 

fb=a[i,fc-i] 
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Done 



(4) + (3)= ±U (g)£' 2 ^V .X 1 ). 



U ®Vo=X 



Et de meme pour (4)' + (3)'. 




(1.2) , (2) + (5)o 

(1.3) , (2); + (5); 



(1-1), 
(1.4). 



Ce qui acheve la preuve. 

□ 

On a ainsi montre que ("H[l] <S> S(T-L[1}), k, Q) est une cogebre de Leibniz codifferen- 
tielle, e'est a dire, e'est une algebre. 

Theoreme 8.3. 

Soit (Q, A, o) une algebre pre-Gerstenhaber, notons ri = T + (Q[1]), A, k les coproduits 
et Q = m + R, la coderivation definis ci-dessus surH[l] <S> S + (7i[l]), alors 



[A] W. Aloulou, Les (a,b)-algebres a homotopie pres, Ann. Math. Blaise Pascal, vol 17, no 1 (2010), 



[AAC] W. Aloulou, D. Arnal, R. Chatbouri, Algebres et cogebres de Gerstenhaber et cohomologies de 
Chevalley-Harrison, Bull. Sci. Math., vol 133, (2009) 1-50. 

[AAC1] W. Aloulou, D. Arnal, R. Chatbouri, Cohomologie de Chevalley des graphes vectoriels, Pacific J of 
Math, vol 229, no 2, (2007) 257-292. 

[Ag] M. Aguiar, Pre-Poisson algebras, Lett. Math. Phys. Vol 54 (2000), 263-277. 

[AMM] D. Arnal, D. Manchon, M. Masmoudi, Choix des signes pour la formalite de M. Kontsevich, Pacific 
J of Math, vol 203, no 1 (2002), 23-66. 

[BGHHW] M. Bordemann, G. Ginot, G. Halbout, H.C. Herbig, S. Waldmann, Formalite Goo adaptee et 
star-representations surdes sous varietes coisotropes, math.QA/0504276 v 1 13 Apr 2005. 



(H[1}®S(H[1}),A,k,Q) 
est une preG^ algebre, appelee la preG^ algebre enveloppante de (Q, A, o). 
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